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Аннотация 

В работе рассматривается принцип аналитического перехода к локальной функции 
в точках на области функции неявного вида, задающей геометрический объект. При 
этом обеспечивается переход к частным производным для получения общего вида не-
явной локальной функции, описывающей локальную геометрию для любой отдельной 
точки области объекта. По аналогии с R-функциональным моделированием приводит-
ся математический аппарат операций объединения/пересечения локальных геометри-
ческих характеристик локальной функции в отдельно взятой точке для построения 
дискретной области сложного геометрического объекта. Приводится пример пересече-
ния двух функций на задаваемой области аргументов с получением дискретно геомет-
ризованной трёхмерной области для описания цилиндра. Предложенная работа явля-
ется продолжением развития метода функционально-воксельного моделирования и 
предлагает аналитическую структуру дискретно-непрерывного описания сложных гео-
метрических объектов взамен на средства линейной аппроксимации, применяемой на 
данный момент в указанном методе.  
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(FV-метод), частные производные, локальные геометрические характеристики, ло-
кальная функция, R-функциональное моделирование, дискретно-непрерывная об-
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Постановка задачи 
Идея аналитического моделирования геометрических объектов неявными функци-

ями (как обратная задача аналитической геометрии) существует давно [1-5] и имеет 
ряд существенных преимуществ перед поверхностными моделями, описываемыми па-
раметрическими способом для выражения координат граничных точек. В первую оче-
редь, геометрический объект представлен областью значений с нулевой границей, что 
добавляет применимость такой области в инженерных расчётах. Во вторую можно от-
метить отсутствие границ задаваемой размерности такой области. Однако, аналитиче-
ская функция, записываемая сложным выражением, требует дополнительной упро-
щённой дискретизации на заданной области для дальнейшего применения в компью-
терных технологиях. В первую очередь, компьютерная информация дискретна и требу-
ет обеспечения перехода от функциональной непрерывности к непрерывности дис-
кретной. Непрерывность дискретная должна сохранять свойства и идентичность с 
функциональной непрерывностью, т.е. так же представляться локальной функцией не-
явного вида в отдельно заданной точке.    

В работах [6-10] отражены принципы работы метода функционально-воксельного 
моделирования (ФВ-метод), который базируется на построении локальной функции, 
имеющей угловую метрику в каждой точке (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛−1) на задаваемой области: 
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𝑐𝑜𝑠𝛼1𝑥1 + 𝑐𝑜𝑠𝛼2𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛−1𝑥𝑛−1 + 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑛 = 0. (1) 
Организация компьютерного хранения угловых характеристик, именуемых в ФВ-

методе локальными геометрическими характеристиками, осуществляется через преоб-
разования в числовое значение цвета, что даёт возможность получить изображения 
локальных геометрических характеристик (М-образы) на заданной области, а также 
собрать их обратным преобразованием в косинусы для получения локальной функции 
в рассматриваемой точке М-образа. Например, М-образы для уравнения круга 

𝑧 = 𝑟2 − 𝑥2 − 𝑦2 или   𝑟2 − 𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧 = 0 (2) 
представимы локальной функцией 𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝛾𝑧 + 𝑐𝑜𝑠𝛿 = 0. М-образы, опи-

сывающие области задания функции 𝑥 = [−𝑟; 𝑟], 𝑦 = [−𝑟; 𝑟], показаны на рисунке 1. 
 

    
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

Рис.1. М-образы функции круга в RGB-формате, отображающем 16777215 оттенков  
цвета 

 
На рисунке 2 демонстрируется полутоновое изображение локальных геометрических 

характеристик для визуальной оценки, но с потерей точности представления до 255 от-
тенков серого. 

 

    
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

Рис.2. М-образы функции круга в монохромном формате, отображающем 256 оттенков 
цвета 

 
Основным преимуществом локальной функции является её простое представление 

суммой аргументов, умноженных на локальные геометрические характеристики, что 
позволяет легко выражать искомые значения через остальные аргументы, обеспечивая 
простотой вычислений для выбранной на заданной области точки. Например: 

𝑧 = −
𝑐𝑜𝑠𝛼

𝑐𝑜𝑠𝛾
𝑥 −

𝑐𝑜𝑠𝛽

𝑐𝑜𝑠𝛾
𝑦 −

𝑐𝑜𝑠𝛿

𝑐𝑜𝑠𝛾
. (3) 

На рисунке 3 приведены монохромные изображения области рассчитанных значе-
ний по аргументу 𝑧. Рисунок 3.а) отображает нормированные 𝑧-значения функции, а на 
рисунке 3.б) синим цветом выделена область 𝑧-значений с отрицательным знаком. 

 



  
a) б) 

Рис. 3. Значения 𝑧, распределенные по заданной области функции (2):  
а) значения нормированы от белого цвета к чёрному, б) знак 𝑧-значения функции 

 
На основе ФВ-метода реализовано множество компьютерных решений для задач в 

различных направлениях математического моделирования [3-7], приводимых к 
наглядному, неограниченному в размерности аргументов решению. 

Однако, предложенный ФВ-метод в своей основе базируется на дискретном пред-
ставлении данных (М-образов), полученных линейной аппроксимацией тремя сосед-
ними точками налагаемой сетки, что очевидно приводит к ограничениям в точности 
представления данных, а также к ограниченной области для вычислений. 

1. Дифференциальное представление локальной 
функции 

Попробуем избавиться от этих ограничений применив дифференциальные принци-
пы организации локальной функции. Рассмотрим снова пример локальной функции, 
заданной неявным уравнением и описывающей двухмерную область аргументов 𝑥𝑂𝑦, 
где 𝑧 можно отнести к её значению: 

𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝛾𝑧 + 𝑐𝑜𝑠𝛿 = 0. (4) 
Приведём уравнение (4) к дифференциальному виду: 

−
𝑐𝑜𝑠𝛼

𝑐𝑜𝑠𝛾
𝑥 −

𝑐𝑜𝑠𝛽

𝑐𝑜𝑠𝛾
𝑦 −

𝑐𝑜𝑠𝛿

𝑐𝑜𝑠𝛾
=

𝑐𝑜𝑠𝛾

𝑐𝑜𝑠𝛾
𝑧. (5) 

По своей сути, формулировка (5) приводит к следующему выражению: 

−
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑥 −

𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝑦 −

𝜕𝑧

𝜕𝑡
=

𝜕𝑧

𝜕𝑧
𝑧. (6) 

откуда следует, что 𝜕𝑧/𝜕𝑥, 𝜕𝑧/𝜕𝑦, 𝜕𝑧/𝜕𝑡 – аналитически заданные поверхности произ-
водных, а отношение при аргументе 𝑧 равно единице. Разберёмся на примере с анали-
тическим описанием окружности как приводится дискретная локальная функция, 
определённая для каждой точки задаваемой области к общему аналитическому виду. 

За исходное уравнение описания окружности принимаем уравнение (2). Дифферен-
цируя его по трём осям, получаем: 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −2𝑥,

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −2𝑦,

𝜕𝑧

𝜕𝑧
= 1. (7) 

На основе равенства локальной функции (6) четвёртая по порядку производная вы-
ражается: 

𝜕𝑧

𝜕𝑡
= −

𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑥 −

𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝑦 +

𝜕𝑧

𝜕𝑧
𝑧 = +2𝑥 ∙ 𝑥 + 2𝑦 ∙ 𝑦 + (𝑟2 − 𝑥2 − 𝑦2). (8) 

Получим локальные геометрические характеристики умножив все четыре диффе-
ренциальные компоненты (производные) на третью компоненту   𝜕𝑧/𝜕𝑧: 



𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑧
𝑥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑧
𝑦 +

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑧
𝑧 +

𝜕𝑧

𝜕𝑡

𝜕𝑧

𝜕𝑧
= 0 (9) 

и затем, нормируя по длине однородного вектора нормали, получим косинусные зна-
чения компонент:  

𝑁 = √1 + (
𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑧
)

2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑧
)

2

+ (
𝜕𝑧

𝜕𝑡

𝜕𝑧

𝜕𝑧
)

2

                                   

(10) 

𝑐𝑜𝑠𝛼 =

𝜕𝑧
𝜕𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝑧

𝑁
, 𝑐𝑜𝑠𝛽 =

𝜕𝑧
𝜕𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝑧

𝑁
, 𝑐𝑜𝑠𝛾 =

1

𝑁
, 𝑐𝑜𝑠𝛿 =

𝜕𝑧
𝜕𝑡

𝜕𝑧
𝜕𝑧

𝑁
. 

На рисунке 4 демонстрируются М-образы, отображающие локальные геометриче-
ские характеристики на той же области задания уравнения окружности (2), что и изоб-
ражённые на рисунке 1, но полученные без выполнения линейной аппроксимации [6-
10]. Если сравнивать оба изображения, то видим некоторую схожесть, с очевидным от-
личием цветовых узоров. Это объясняется повышенной точностью полученного пред-
ставления по сравнению с применяемой в ФВ-методе сеточной аппроксимацией. 

 

    
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

Рис.4. М-образы функции круга в RGB-формате, отображающем 16777215 оттенков  
цвета 

 
Зато рисунок 5 вполне сопоставим с рисунком 2, поскольку для изображения приме-

нялись всего 256 градаций тона, т.е. более грубое представление. 
 

    
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

Рис. 5. М-образы функции круга в монохромном формате, отображающем 256 оттенков 
цвета 

 
Учитывая, что дифференцированию по осям подлежит большинство аналитических 

функций, описывающих объекты аналитической геометрии, можно с уверенностью го-
ворить о состоятельности предложенного подхода.   

Такое представление значительно расширяет рамки применения локальной функ-
ции со всеми её замечательными свойствами. Во-первых, однозначно увеличивается 
точность локальных геометрических характеристик. Во-вторых, приходим к самому 
компактному описанию локальных геометрических характеристик аналитическими 



выражениями, что позволяет отойти от проблемы ограничений, возникающих с зада-
ваемой заранее областью аргументов и количеством градаций цветовой палитры, что 
расширяет её применимость в многообъектном моделировании. 

Конечно, можно возразить, что, к примеру, та же R-функция сложно поддаётся 
дифференцированию и переход к представлению геометрии локальной функцией мо-
жет, наоборот, усложнить расчёты. Попробуем решить эту задачу используя нарабо-
танный аппарат локальной геометрии, где R-функция адаптирована вычислению ло-
кальных характеристик [10]. 

2. Пример геометризации области для цилиндра 
Для начала, используя полученный опыт моделирования локальной функции для 

круга, R-функционально промоделируем трёхмерную фигуру цилиндра высотой 2ℎ в 
виде локальной функции трёхмерной области: 

𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑦 + 𝑐𝑜𝑠𝛾𝑧 + 𝑐𝑜𝑠𝛿𝑢 + 𝑐𝑜𝑠𝜏 = 0. (11) 
Для этого используем пересечение областей функций, описывающих две простран-

ственных фигуры 𝑢1и 𝑢2: бесконечной горизонтальной полосы высотой 2ℎ и бесконеч-
ного вертикального цилиндра с радиусом 𝑟.  

𝑢1 = ℎ2 − 𝑧2 и   𝑢2 = 𝑟2 − 𝑥2 − 𝑦2. (12) 
Для получения аналитически описанной функции неявного вида для цилиндра 

обычно применяется R-пересечение: 

𝑢 = 𝑢1 + 𝑢2 − √𝑢1
2 + 𝑢2

2. (13) 

Частными производными фигура бесконечного цилиндра описывается аналогично 
уравнению окружности, влияние координаты 𝑧 отсутствует: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −2𝑥,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −2𝑦,

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑢
= 1,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑥
𝑥 −

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑦 +

𝜕𝑢

𝜕𝑢
𝑢,

𝑢 = 𝑟2 − 𝑥2 − 𝑦2. 

(14) 

М-образы для данного примера, отображающие область 𝑥 = [−𝑟; 𝑟], 𝑦 = [−𝑟; 𝑟], 𝑧 = 0, 
демонстрируются на рисунках 6 и 7. 

 

     
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 

Рис.6. М-образы функции бесконечного цилиндра в RGB-формате, отображающем 
16777215 оттенков цвета 

 

     
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 

Рис.7. М-образы функции бесконечного цилиндра в монохромном формате, отобража-
ющем 256 оттенков цвета 

 



Полоса ограничений по оси 𝑂𝑧 высотой 2ℎ: 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −2𝑧,

𝜕𝑢

𝜕𝑢
= 1,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −

𝜕𝑢

𝜕𝑧
𝑧 +

𝜕𝑢

𝜕𝑢
𝑢, 𝑢 = ℎ2 − 𝑧2. (15) 

М-образы к данному примеру для области 𝑥 = [−2ℎ; 2ℎ], 𝑦 = 0, 𝑧 = [−2ℎ; 2ℎ] показаны 
на рисунках 8 и 9. 

 

     
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 

Рис.8. М-образы функции горизонтальной полосы в RGB-формате, отображающем 
16777215 оттенков цвета 

 

     
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 𝑀5 

Рис.9. М-образы функции горизонтальной полосы в монохромном формате, отобра-
жающем 256 оттенков цвета 

 
Применим формулу, указанную в работе [8], для R-пересечения дифференциалов. 

Для удобства сократим запись дифференциалов до принятых обозначений и переведём 
в локальные геометрические характеристики: 

𝑁 = √1 + (
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑢
)

2

+ (
𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑢
)

2

+ (
𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑢
)

2

+ (
𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕𝑢

𝜕𝑢
)

2

 , 

(16) 

𝑐𝑜𝑠𝛼1 =

𝜕𝑢
𝜕𝑥

𝜕𝑢
𝜕𝑢

𝑁
, 𝑐𝑜𝑠𝛼2 =

𝜕𝑢
𝜕𝑦

𝜕𝑢
𝜕𝑢

𝑁
, 𝑐𝑜𝑠𝛼3 =

𝜕𝑢
𝜕𝑧

𝜕𝑢
𝜕𝑢

𝑁
, 𝑐𝑜𝑠𝛼4 =

1

𝑁
, 𝑐𝑜𝑠𝛼5 =

𝜕𝑢
𝜕𝑡

𝜕𝑢
𝜕𝑢

𝑁
. 

𝑙1
(1)

=
𝑐𝑜𝑠(1)𝛼1

𝑐𝑜𝑠(1)𝛼4
, 𝑙2

(1)
=

𝑐𝑜𝑠(1)𝛼2

𝑐𝑜𝑠(1)𝛼4
, 𝑙3

(1)
=

𝑐𝑜𝑠(1)𝛼3

𝑐𝑜𝑠(1)𝛼4
, 𝑙5

(1)
=

𝑐𝑜𝑠(1)𝛼5

𝑐𝑜𝑠(1)𝛼4
, 

(17) 

𝑙1
(2)

=
𝑐𝑜𝑠(2)𝛼1

𝑐𝑜𝑠(2)𝛼4
, 𝑙2

(2)
=

𝑐𝑜𝑠(2)𝛼2

𝑐𝑜𝑠(2)𝛼4
, 𝑙3

(2)
=

𝑐𝑜𝑠(2)𝛼3

𝑐𝑜𝑠(2)𝛼4
, 𝑙5

(2)
=

𝑐𝑜𝑠(2)𝛼5

𝑐𝑜𝑠(2)𝛼4
, 

𝑢(1) = −𝑙1
(1)

𝑥 − 𝑙2
(1)

𝑦 − 𝑙3
(1)

𝑧 − 𝑙5
(1)

, 

(18) 

𝑢(2) = −𝑙1
(2)

𝑥 − 𝑙2
(2)

𝑦 − 𝑙3
(2)

𝑧 − 𝑙5
(2)

. 

𝑙𝑖
(𝐶𝑦𝑙)

= 𝑙𝑖
(1)

+ 𝑙𝑖
(2)

− (
𝑙𝑖

(1)
𝑢(1) + 𝑙𝑖

(2)
𝑢(2)

√(𝑢(1))2 + (𝑢(2))2
) ,   𝑙4

(1,2)
= 1, 

𝑖 = 1,2,3,5. 
На рисунке 10 демонстрируются М-образы плоского сечения цилиндра в плоскости 

𝑥𝑂𝑧 в цветном RGB представлении для хранения на компьютере. 
 



    
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

Рис.10. М-образы сечения цилиндра в RGB-формате, отображающем 16777215 оттенков 
цвета 

 
Для наглядной оценки человеком на рисунке 11 приводятся М-образы в монохром-

ном формате. 
 

    
𝑀1 𝑀2 𝑀3 𝑀4 

Рис.11. М-образы сечения цилиндра в монохромном формате, отображающем 256 от-
тенков цвета 

Выводы 
Представленный принцип дискретизации непрерывного пространства локальными 

непрерывными функциями позволяет формулировать дальнейшие задачи, связанные с 
аналитическим описанием геометрии сложной техногенной среды функциями неявно-
го вида. Идея сводится к выявлению группы основных дифференциалов, позволяющих 
описать на локальном уровне геометрию пространства функции любой размерности и 
сложности формулируемого объекта, что позволяет задуматься о расширении инстру-
ментальных средств современного графического ядра, приводя их к многомерному 
представлению для реализации задач проектирования и управления.  
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Abstract 

The paper considers the principle of analytical transition to a local function at points on 
the domain of an implicit function defining a geometric object. Herewith, a transition to par-
tial derivatives is provided to obtain a general form of an implicit local function describing the 
local geometry for any single point in the object domain. On the analogy of R-functional mod-
eling, a mathematical apparatus for union/intersecting local geometric characteristics of a 
local function at a single point is provided to construct a discrete region of a complex geomet-
ric object.  

An example of the intersection of two functions on a defined domain of arguments 
demonstrates the obtaining of a discretely geometrized three-dimensional manifold for de-
scribing a cylinder.  

The proposed work is the continued development of method of the Functional Voxel 
Modeling which offers an analytical structure for the discrete-continuous description of com-
plex geometric objects instead of the means of linear approximation currently used in this 
method.  

  
Keywords: domain of definition of the function, Functional Voxel Method (FV-method), 

Functional Voxel modeling, partial derivatives, local geometric characteristics, local function, 
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